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Abstract 

P. Berard and D. Meyer proved a Faber-Krahn inequality for 
domains in compact manifolds with positive Ricci curvature. We 
prove stability results for this inequality. 

Introduction 

En utilisant l'inegalite isoperimetrique de Levy-Gromov 11 , P. Berard et 
D. Meyer ont demontre une inegalite du type Faber-Krahn pour les domaines 
d'une variete compacte a courbure de Ricci positive. 

Theoreme 0.1 (Berard- Meyer, |3j) Soit (M,g) une variete riemannien- 
ne compacte de dimension n dont la courbure de Ricci verifie Ric > (n—l)g. 
Soit fl un domaine regulier de M et O* le domaine symetrise de f2, c'est-d- 
dire une boule geodesique de la sphere canonique (E> n ,can) verifiant = 

vol (s n ) ' S° us ces hypotheses, on a l'inegalite 

A? (O) > Af (ST), 

ou Af designe la premiere valeur propre de Dirichlet du domaine sur Vespace 
correspondant. De plus, I'egalite a lieu si et seulement si le triplet (Q,M,g) 
est isometrique au triplet (CI* ,E> n ,can). 

L'objet de cet article est d'etudier les domaines des varietes a courbure 
de Ricci positive dont la premiere valeur propre de Dirichlet est proche de 
celle de leur domaine symetrise. 

La premiere remarque est que de tels domaines ne sont pas necessairement 
homeomorphes a des boules euclidiennes. En effet si l'on retire des ensem- 
bles de petite capacite a une calotte spherique de la sphere canonique (par 

*Soutenu par la requete 20-101469 du FNRS. 
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exemple des boules de petit rayon), on modifie peu la premiere valeur pro- 
pre de Dirichlet E] ■ H est egalement facile de construire des exemples de 
variete qui ne sont pas proches, pour la distance de Gromov-Hausdorff, de la 
sphere canonique et qui pourtant contiennent des domaines dont la premiere 
valeur propre de Dirichlet est arbitrairement proche de celle de leur domaine 
symetrise (par exemple en lissant aux extremites des sinus produits tordus 
de la forme ((0,7r) x S" _1 ,dt 2 + e 2 sin 2 t can) avec e > petit et en con- 
siderant des domaines de la forme (0,o) x S n_1 ). Signalons enfin qu'il est 
egalement possible de construire de tels exemples sur des varietes a courbure 
de Ricci positive, non homeomorphes a la sphere en utilisant les metriques 
construites sur l'espace projectif complexe par M. Anderson [I]. Muni de 
ces metriques l'espace projectif complexe est proche, pour la distance de 
Gromov-Hausdorff, d'un sinus produit tordu, pour plus de details sur cet 
exemple nous renvoyons a 

Dans cet article nous demontrons un resultat de stabilite optimal, au vue 
des remarques precedentes, lorsque la premiere valeur propre d'un domaine 
convexe est proche de celle d'un hemisphere S n+ de la sphere canonique de 
dimension n. 

Theoreme 0.2 II existe des fonctions n(e) et r{e) telles que, pour toute 
variete riemannienne compacte (M n ,g) dont la courbure de Ricci verifie 
Ric > (n— l)g, pour tout domaine regulierQ de M , geodesiquement convexe, 
de volume vol Q < | vol M et dont la premiere valeur propre de Dirichlet 
verifie 

Af(O) < Af(S n+ ) + e, 
alors, en notant dn la distance de Hausdorff, il existe xq dans Q, tel que 

d H (n,B(x ,^))<T( s ). 

De plus, il existe un sinus produit tordu ((0, 7r) x N,d) tel que 
d GH {{M,d g ),{(0,K) x N,d)) <r(e), 

d GH m,d 9 ),m%) xN,d)) <t(e), 

ou d g est la distance induite par la metrique riemannienne g et dcH designs 
la distance de Gromov-Hausdorff. Nous renvoyons a la troisieme partie de 
cet article pour une definition des sinus produits tordus. 

Dans la deuxieme partie de cet article, nous demontrons egalement un 
resultat de stabilite plus faible mais sous une hypothese de courbure moyenne 
du bord positive ( theoreme 12.4(1 . 

Dans le theoreme IU.21 l'hypothese sur le volume relatif du domaine im- 
plique par le resultat de P. Berard et D. Meyer que la premiere valeur 
propre est superieure ou egale a celle d'un hemisphere. Cet hypothese sur 
le volume relatif est necessaire pour obtenir le resultat sur la variete am- 
biante. Pour s'en convaincre, il suffit de considerer un produit tordu de la 
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forme ((0, f ) x S™" 1 , dt 2 + e 2 sin 2 tcan) que l'on recolle avec un hemisphere 
de (§ n ,e 2 can). Le theoreme IU.2I generalise dans le cas de l'hemisphere, un 

resultat de A. Avila [2] sur certains domaines convexes de la sphere § 2 . 

Theoreme 0.3 (Avila) Soit f2 un domaine regulier geodesiquement con- 
vexe contenu dans un hemisphere de § 2 . Soit B une boule de mime volume 
que Q. Supposons que 

Af(n)<Af(B) + e, 

alors il existe une fonction r(e) dependant de vol(fi), vol (90) et du rayon 
de B telle que Vt est r(e)-Hausdorff proche de B. 

Un des elements de la preuve du theoreme 10.21 est de montrer que la 
premiere fonction propre du domaine considere est proche de la fonction 
propre correspondante dans le cas modele. Nous avons regroupe ces resultats 
dans la premiere partie de cet article. Dans la deuxieme partie, nous demon- 
trons un resultat de stabilite plus faible que le theoreme 10.21 mais ou l'hy- 
pothese sur la convexite est remplacee par une hypothese (plus faible) de 
courbure moyenne du bord positive (theoreme 12, 4|) . Nous utilisons ensuite 
ce resultat pour demontrer dans une troisieme partie le theoreme 10.21 

1 Resultats preliminaires 

Definition 1.1 On note A4 n V ensemble (des classes d'isometrie) des varie- 
tes riemanniennes connexes, compactes, de dimension n dont la courbure de 
Ricci verifie Ric > (n — l)g. 

Soit p > 1 un nombre reel et h appartenant a L P (M). On note 

On utilisera la definition usuelle pour la norme L°°. 

On notera r(e), r(e), r)(e), etc . . . de maniere generique, toute 
quantite positive ne dependant que de e et de la dimension n de la variete, 
dont la limite quand e tend vers est 0. 

Dans la suite, on suppose que la premiere fonction propre de Dirichlet 
sur un domaine O est normalisee par 

sup/ = l. (1) 
n 

1.1 For mule de Reilly 

Les fonctions propres de la sphere canonique S n de valeurs propres Ai (S n ) 
= n verifient l'equation 

Hess / + fcan = (2) 
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avec can la metrique canonique de la sphere. II en est de meme pour la 
premiere fonction propre de Dirichlet d'un hemisphere. C'est une consequence 
du lemme suivant (nous renvoyons a pour plus de details). 

Lemme 1.2 Soit f une fonction propre associee a la premiere valeur propre 
non nulle Ai(M) d'une variete riemannienne compacte (M,g). Soit £1 un 
domaine nodal de la fonction f alors 

\f (O) = Ai(M) 

et la premiere fonction propre du domaine est la restriction de f « fi. 

Remarque 1.3 On peut definir la premiere valeur propre de Dirichlet meme 
lorsque le bord du domaine n'est pas regulier. 

Sous les hypotheses du theoreme I (J. 21 la norme 1? du membre de gauche 
de l'equation (J2J) reste petite. Cette estimation sur le hessien de la premiere 
fonction propre est une consequence d'une formule due a R. Reilly 

Lemme 1.4 (Formule de Reilly) Soit(M n ,g) une variete riemannienne 
compacte eventuellement a bord lisse dM. Pour toute fonction f appartenant 
a C°°(M), on a 

[ | Hess /| 2 -/ (A/) 2 +/ Ric(Vf.Vf) 
Jm Jm Jm 

= -2/ < V 9M (?f),V 9M f>- f h(^P)-[ U(V 9M f,V 9M f) 
JdM du J dM \duj J dM 

(3) 

ou M = M U dM, V designe le gradient pour la metrique induite par 
g sur dM , oil la courbure moyenne H est la trace de la seconde forme 
fondamentale definie par H(X, Y) = —g(Dxf] } Y) avec rj la normale unitaire 
rentrante et ou le membre de droite est nul si la variete est sans bord. 

On deduit de la formule de Reilly le 

Lemme 1.5 Soit (M n ,g) une variete riemannienne compacte (respective- 
ment a bord, dont la courbure moyenne du bord est positive ou nulle) dont 
la courbure de Ricci verifie Ric > (n — l)g. Notons A la premiere valeur 
propre non nulle (respectivement de Dirichlet) et soit f une fonction propre 
associee a cette valeur propre. Supposons que cette valeur propre verifie 

n < A < n + e 

pour < e < 1, alors il existe une constante C(n) telle que 
II Hess/ + fg\\ L 2 < C(n)e^ \\f\\ L 2. 



4 



Preuve : La formule de Reilly appliquee a / donne 

/ | Hess /| 2 - I (Af) 2 +[ Ric(Vf,Vf) = - / H ( ^ ' 

JM JM JM JdM \ ay 

En utilisant l'hypothese sur la courbure de Ricci et sur la courbure moyenne 
du bord dM, il vient 

/ |Hess/| 2 + ((n-l)A-A 2 ) / f < 0. 

JM JM 

On ecrit ensuite le terme Hess / sous la forme Hess / = (Hess f+^fg) — ^fg- 
Le premier terme etant de trace nulle, les deux termes sont orthogonaux 
pour le produit scalaire usuel sur L 2 (M), l'hypothese sur A permet alors de 
conclure. 

■ 

Un resultat du a J. Cheeger et T. Colding ([S], theoreme 2.11) permet 
de deduire des informations geometriques de cette inegalite sur le hessien. 

Lemme 1.6 (|8j) Soit (M,g) un element de A4 Q . II existe des constantes 
ne dependant que de n notees C{n) et C{n) telles que pour tout ouvert U\ 
et U2 de M et pour toute fonction continue f sur M , on a 

sc (">(^ + ^k)I IHess(/)+/ ^ <4> 

On obtient dans le cas particulier ou U\ et U2 sont deux boules geodesiques 
de rayon r 

[ ( ^ \(f o j xy )"(t) + / o lxy (t)\ 2 dt) dxdy 
JU1XU2 \Jo / 



vol([/i x U 2 ) Ju 1 xU2 



<^l||Hess(/) + / 5 || 2 2 , (5) 



ou V(r) designe le volume d'une boule geodesique de (S n ,can) de rayon r. 

Remarque 1.7 La notation U\ x U2 designe en realite le sous-ensemble de 
mesure pleine de ce produit, constitue par les couples (x, y) admettant une 
unique geodesique minimisante les reliant (notee "i X y)- Soit W un ouvert de 
M tel que toute geodesique minimisante dont les extremites appartiennent a 
U\ x U2 est contenue dans W . On peut remplacer dans f M \ Hess(/)+/g , | 2 
par J w I Hess(/) + fg\ 2 , c'est ce que nous ferons lorsque nous utiliserons ce 
resultat pour une fonction pvoprc sur ilti domdiTic CI d 7 v,7i clcmcTit dc J^i-n. • 
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Preuve : Ce resultat est une application directe du theoreme 2.11 de |Hj 
a la fonction |Hess/ + fg\ 2 , en remarquant que pour toute geodesique 7 
parametree par longueur d'arc, on a 

|(/ o 7 )"( t ) + (/ o 7 )(t)| 2 < I Hess / + fg\ 2 m). 



En appliquant le lemme 11.61 a une fonction / verifiant les hypotheses du 
lemme IT31 pour des boules B\ et B2 de rayon r(e) convenable (supposons 

que r(e) verifie v(r(e)) — £ ^ e ^ ^ ue H/ll^ 2 — 1)' 011 deduit du lemme IT31 
l'inegalite 

vo u b \xb 2 ) I [ d(X ' V) \(f°r,y)"(t) + fo Txy (t)\ 2 dtdxdy < C(n)e l * . (6) 

; J B\ xB'2 JO 

Notons 

C=jjx,y)eB l X B 2 ; |(/ o lxy )"{t) + / o lxy (t)\ 2 dt < e* j . 

On deduit de © l'estimation (inegalite de Byenaime-Tchebitchev) 
vol(C) > (l-C(n)e*) vol (Si x B 2 ). 

Pour e assez petit, Pensemble C est done non vide et on en deduit l'existence 
de couples (x, y) appartenant a B\ x B2 pour lesquels fo>y xy verifie presque 
la meme equation differentielle que dans le cas de la sphere canonique. On 
peut ensuite par des methodes classiques comparer / o j xy a une solution 
correspondante sur la sphere en fixant des conditions au bord a l'aide du 
lemme suivant. 

Lemme 1.8 Soit v(t) et Z{t) deux fonctions definies sur [0,1] avec I < tc. 
On suppose que JoZ 2 (t)dt < e 2 et que v est solution de u" + v = Z avec 
|f (0) — a\ < rj et \v(l) — b\ < n. II existe une constante positive C telle que 
pour tout t dans [0,1], 

C 

\v(t) -u a ,b(t)\ < — ^y( e + r ?) 

et 

\v'(t)-u' ajb (t)\ < —^(z+v), 

ou Ua t b est la solution de u v +u = sur [0, 1] verifiant les conditions initiates 
u(0) = a et u(l) = b. 

On peut egalement fixer des conditions de Cauchy (pour une demonstration 
des lemmes 11.81 et 11.91 nous renvoyons a j5] ) . 
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Lemme 1.9 Soit v(t) et Z(t) deux fonctions definies sur [0,1] avec I < tt. 
On suppose que £Z 2 (t)dt < e 2 et que v est solution de v" + v = Z avec 
\v(0) — a\ < n et \v'(0) — b\<r].Il existe une constante positive C telle que 
pour tout t dans [0, 1], 

\v(t)-u a>b (t)\ <C{e + V ) 

et 

\v'(t) -u' a>b (t)\ <C(e + r ? ), 

oil u a ^ est la solution de u" +u = sur [0, /] verifiant les conditions initiales 
u(0) = a et it'(O) = b. 

Pour controler les conditions initiales de Pequation difFerentielle dans le 
lemme II. 9| nous aurons besoin d'une estimation qui prouve que la norme 
du gradient d'une fonction propre sur les domaines consideres, reste petite 
au voisinage des points realisant les extrema de la fonction propre. Cette 
estimation est du type de celles obtenues par P. Li et S.T. Yau [Tlj . 

Proposition 1.10 Soit (M,g) un element de M n et£l un domaine regulier 
de M dont la courbure moyenne en tout point du bord d£l est positive ou 
nulle. Soit f la premiere fonction propre de Dirichlet sur Q, que Von suppose 
normalisee par £7Jj. Alors pour tout x dans £1, 

|V/| 2 (x)<Af(^)(l-/ 2 (x)), 

en particulier 



Preuve : Commengons par quelques remarques sur /. On note rj(x) 
la normale interieure unitaire en x apppartenant a 90. En appliquant le 
principe du maximum fort a -/, on en deduit pour tout x dans <9fi, 

Par consequent en tout point x dans d£l 



7](x) 



iv/r ' 

Done pour X, Y appartenant a T x 30 

n(X,Y) = ^Hess/(X,Y). 
On en deduit l'expression suivante de la courbure moyenne, 

n-l 



H{X) = |V/|(x) ^ HeSS /(6i ' 6i) ' 
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avec (ej)i<j< n _i une base orthonormee de T x d£l. Par continuity, pour x 
appartenant a dCl, A/(x) = Af (f2)/(x) = 0, d'ou 

H(x) = ——^-r'Hessf(ri(x),rj(x)). 

En particulier, pour tout x dans <9f2 

Hess/(r/(x),r/(x)) > 0. (7) 
Passons maintenant a la demonstration du lemme. On introduit la fonction 

|V/| 2 



F 



avec (3 > 1 un reel fixe. Par compacite, il existe xo tel que F(xo) = sup^-F. 
Supposons tout d'abord que xo appartient a dQ. Dans ce cas, par le principe 
du maximum, on doit avoir l'estimation 



dF, , 



Calculons ^(xq). 



dF 2<A ? V/,V/ > 2/|V/| 2 f (y) 

Or, au point xo 

2/|V/| 2 f_^ 



09-/2)2 

puisque / verifie les conditions de Dirichlet sur le bord. 

Montrons que le premier terme est positif ou nul en xo (dans ce qui suit, r\ 

designe 77 (xo)). 

< J D r/ V/,V/>=Hess/(r / ,V/) 
<^V/,V/>=|V/|Hess/(r ? ,r ? ). 

Done par ((7J), 

< A,V/,V/> (x ) >0 

et par consequent 

dF 

w (*o) = 0. (8) 
On deduit de (JHJ) et du principe du maximum fort l'inegalite 

AF(x ) > 0. 
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Calculons maintenant le laplacien de F. 

ri(|V/| 2 ) 2/|V/| 2 4f 

D'ou 



H«F = 5«^ + _i^_ d( |v / |»)« ( y 

2 |V/| 2 ^ , 8/ 2 |V/l 2 ^ , f , 2 /|V/l ; 



On en deduit 



AF _ A(|V/| 2 ) 4/ 2 2|V/| 4 8/ 2 |V/| 4 

, 2/|V/| 2 A/ 

En particulier, en un point y appartenant a d£l 

Or, d'apres la formule de Bochner 

^A(lVif) = -| Hes S /| 2 - Ric(Vf, Vf) + A? (tt)|V/| 2 , 

puisque / est une fonction propre de valeur propre Af(f2). Par hypothese 
sur la courbure, on en deduit 

A(|V/| 2 ) < 2Af (^)|V/| 2 , 

que Ton injecte dans @ pour obtenir 



p p 



AF(y)<2(Af(0)^-^). (10) 



En appliquant (jTU)) au point xo, on en deduit puisque F(xo) > 0, 

F(x ) < Af (O), 

d'ou l'estimation en faisant tendre p vers 1. 

Nous renvoyons a ^1] pour le cas ou xq appartient a fi. 
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2 Domaines a courbure moyenne positive 



2.1 Approximation de Hausdorff et sinus produit tordu 

Pour estimer la distance de Gromov-Hausdorff entre deux espaces metri- 
ques, nous utiliserons des e-approximations de Hausdorff dont nous rap- 
pelons la definition ci-dessous. 

Definition 2.1 (e-approximation de Hausdorff) Soit (X,d) et (Y,8) 
deux espaces metriques compacts. Une e-approximation de Hausdorff de X 
dans Y est une application non necessairement continue (ft : X —* Y telle 
que 

(j>(X) est un e reseau de Y 
et pour tout x, x' dans X 

\d(x,x')-5(<p(x),<p(x'))\<e. 

Lorsqu'il existe une e-approximation de Hausdorff entre deux espaces metri- 
ques, la distance de Gromov-Hausdorff entre ces deux espaces est majoree 
par 5e [TT] . 

Les espaces modeles apparaissant dans nos resultats de stabilite sont 
des espaces de longueur modeles a partir de la sphere canonique (privee de 
deux points antipodaux) decrite en coordonnees geodesiques par rapport 
a un point, appeles sinus produit tordu dont nous rappelons egalement la 
definition. 

Definition 2.2 Soit (N, 8) un espace de longueur de diametre inferieur a 
ir, on appelle sinus produit tordu, I'espace de longueur ((0, tt) x N,d) ou la 
distance d est definie pour (t,x), (s,y) dans (0, it) x N, par 

cos d((t, x), (s, y)) = cos s cost + sins sin t cos 8(x,y). (11) 

Par definition de la distance, les sous-ensembles de la forme (0, a) x N 
avec a < ^ forment des parties convexes de ((0,7r) x N,d). Par analogie 
avec le cas de la sphere, on appellera hemisphere d'un sinus produit tordu 
la partie (0, ^) x N. Cette propriete de convexite est presque conservee dans 
les resultats de stabilite que nous avons obtenus. Pour preciser cette notion 
de presque convexite, nous avons besoin de la definition qui suit. 

Definition 2.3 Soit (M,g) une variete riemannienne compacte. Soit x ap- 
partenant a M et r un reel positif. On note d x ' r la distance induite par la 
metrique riemannienne sur la boule geodesique B(x,r). 

2.2 Enonce des resultats 

Dans cette partie, nous demontrons le 
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Theoreme 2.4 II existe des fonctions 77(e) et r(e) telles que, pour tout 
element (M, g) de M Q et pour tout domaine regulier ft de M , dont la cour- 
bure moyenne H est positive ou nulle en tout point du bord, dont le volume 
verifie vol ft < | vol M et dont la premiere valeur propre de Dirichlet verifie 

Af (ft) < n + e, 

alors il existe xq dans ft tel que ft contient B(xq, ^ — 77(e)) et 

vol (ft \ B(x ,tt/2 - 77(e))) < r(e). 
De plus, il existe un sinus produit tordu ((0,7r) x N,d) tel que 

d GH ((M,d g ),((0,7T) xN,d)) <r(e) 
(avec d g la distance induite par la metrique riemannienne) et 

d GH ((B(x , \ - rj(e)), ^•^ £i ), ((0, |) x N, d)) < r(e). 

2.3 Demonstration du theoreme I2TH 

Dans le prochain paragraphe, nous demontrons que le domaine ft con- 
tient une boule de rayon proche de ^. Dans le paragraphe suivant, nous 
montrons a l'aide d'un resultat de J. Cheeger et T. Colding, qu'il existe 
une approximation de Hausdorff de la variete ambiante dans un sinus pro- 
duit tordu et que l'image de ft par cette approximation, contient une partie 
qui est Hausdorff proche d'un hemisphere du produit tordu. Dans le dernier 
paragraphe, nous demontrons une propriete de presque convexite l|14|l. Dans 
la suite, on note / la premiere fonction propre de Dirichlet sur le domaine 
ft, normalisee par Q et xq un point de ft tel que f(xo) = 1. 

2.3.1 ft contient une boule de rayon presque egal a ^ 

Soit ft un domaine regulier de [M, g) verifiant les hypotheses du theoreme 
12.41 Notons d la distance de xo au bord 9ft. Par definition, la boule B(xq, d) 
est contenue dans ft. L'hypothese ™l M < \ implique par le theoreme de 
Bishop-Gromov, d < ^. 

Lemme 2.5 Soit ft un domaine regulier de (M,g) verifiant les hypotheses 
du theoreme \2.J\ Alors il existe une fonction 77(e), telle que pour tout do- 
maine ft et tout (M,g) verifiant les hypotheses ci-dessus, on a 

B (x ,| -77(e)) C ft. 
Preuve : Sous ces hypotheses, on a par le lemme IT31 
1 1 Hess / + fg\ \& <C{n) eh. 
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La premiere etape consiste a appliquer le lemme 11.61 sur des boules telles, 
qu'une geodesique minimisante ayant ces extremites dans celles-ci, soit con- 
tenue dans ft. Soit y appartenant a d£l tel que d(xo,y) = d(xo,8Q), 7 
une geodesique minimisante reliant xq a y et r(e) un reel positif tel que 
V(r{e)) — £l (y( r ) es t ^ e v °l ume d'une calotte spherique de rayon r de S n ). 
Considerons z appartenant a 7 tel que d(y,z) = 3r(s) et B\ = B(xo,r(e)), 
B2 = B(z,r(e)). Toute geodesique minimisante ayant ces extremites dans 
B\ et B2 est necessairement contenue dans £1. En effet, par l'inegalite trian- 
gulaire et pour tout (u, v) dans B\ x B2, on a 

d(u, 8ft) > d — r(e) et d(u, v) < d — r(e). 

Le lemme IT^l applique a B\ et B2 donne 

UR \ 5 n / ( l l \U^u V )''(i) + f{luv{t))\ 2 dt\dudv<C{n)eh. 
vol (Si X B 2 ) J Bl xB 2 \Jo J 

L'etape suivante consiste a appliquer le lemme 11.91 Pour cela on estime 
les conditions initiales verifiees par / o j uv . Par choix de la normalisation, 
f( x o) = 1 et par la proposition II . lUl pour tout x dans $7, 

|V/| 2 (x)<(n + e)(l-/ 2 (x)), (12) 

done, pour tout u dans B\ et pour tout v, (f o^ uv )'(0) est presque egal a 0. 
L'equation (|12|) entraine egalement l'estimation 

||V/|| LOO < VnTe. 

On deduit de cette inegalite et du lemme IOI l'existence d'une fonction r(e) 
telle que pour tout v dans B2, 

\f(v)-cosd(x ,v)\<T(e) (13) 

(le lemme IQl permet d'etablir le resultat ci-dessus sur un sous-ensemble de 
mesure presque egale a celle de la boule B2, l'estimation sur la norme L°° du 
gradient de la fonction / permet de conclure). En appliquant l'estimation 
(fT3|) avec v = z, on en deduit par definition de z, l'existence d'une fonction 
77(e) telle que 

d > - -r/(e), 

ce qui conclut. ■ 

2.3.2 Proprietes de la variete ambiante 

Commengons par remarquer que sous les hypotheses du theoreme 12.41 le 
diametre de la variete ambiante est presque egal a n, precisement on a le 
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Lemme 2.6 Sous les hypotheses du theoreme \2.J\ il existe unefonction r(e) 
telle que, si Von note d XQ = sup^ d(xo, y) ( ou xq est tel que f(xo) = 1), alors 

d xo >ir- r(e). 

Preuve : Par le lemme l2*31 et par hypothese sur le domaine fl, on a l'inegalite 

vol B(x , | - f?(e)) < i vol (M). 
On deduit du theoreme de Bishop- Gromov et par definition de d Xo , l'inegalite 

V(%-y(e)) < vol (fl(s ,f -77(e))) < 1 
y(d xo ) ~ vol B(x ,d xo ) ~ 2' 

(V(r) designe le volume d'une boule geodesique de rayon r de la sphere 
canonique) ce qui conclut. ■ 

On deduit en particulier de ce lemme (a l'aide d'une estimation de la 
fonction « excess » due a K. Grove et P. Petersen (^Hj, lemme 1) que le 
volume relatif de toute boule de centre xq est presque egal au volume relatif 
d'une boule de meme rayon dans la sphere, par consequent on a le 

Corollaire 2.7 Sous les hypotheses du theoreme \2.J\ il existe une fonction 
r(e) telle que 

vol(Q\B(x ,^-n(e)))<r(e). 

D'autre part, un resultat de J. Cheeger et T. Colding (jHj, theoreme 5.12) 
montre que sous ces hypotheses la variete ambiante est proche, pour la 
distance de Gromov-Hausdorff, d'un sinus produit tordu. 

Theoreme 2.8 (|8j) II existe une fonction r(e) telle que, pour tout element 
(M, g) de M. n pour lequel il existe x dans M verifiant sup yeM d(x, y) > 
TT — e, I'application 

cp x : (M,g) — » ((0,7r) X N,d) 
z i — * (d(x,z),p(z)) 

est une r(e)- approximation de Hausdorff, avec N une sphere geodesique de 
M de centre x munie de sa distance intrinseque, d la distance definie par 
Ml\) et p(z) tel que d(z,p(z)) = d(z, N). 

Par consequent, sous les hypotheses du theoreme I2.4[ I'application cp XQ 
est une r(e:)-approximation de Hausdorff (lorsque M est muni de la distance 
induite par la metrique riemmannienne) et 4> xo (B(xo, \ — r](e))) = (0, \ — 
77(e)) x N. Pour terminer la preuve du theoreme 12,41 il reste a demontrer 
que la boule B{xq, f — 77(e)) est presque convexe, c'est a dire que 

^ : (B(x , \ - 77(e)), d^~^ 2 ) — » ((0, |) x N, d) (14) 

est une r(e)-approximation. 
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2.3.3 Propriete de presque convexite 

Pour demontrer la propriete (|14|). il suffit d'etablir la 

Proposition 2.9 Sous les hypotheses du theoreme \2.J\ il existe des fonc- 
tions a(e) et r(e) telles que pour tout u,v dans B(x, ^ — a(e)), 

d x ^- a{e))l2 {u,v) < d g (u,v)+T{e), 

ou d g est la distance induite par la metrique riemannienne g sur M . 

Preuve : D'apres le lemme 1231 Q contient la boule B(xo,^ — n(e)). 
Nous allons montrer que pour a(e) (> 77(e)) bien choisi, il existe une fonction 
r(e) telle que pour tout u, v dans B(xo, | — a(e)), il existe u, v verifiant 
d(u,u) < r(e) et d(v,v) < r(e) tels que 

d Xo < Z ^(u,v) = d g (u,v), (15) 

ce qui demontrera la proposition. 

Pour demontrer Pegalite Q15|) . nous aurons besoin du lemme suivant 
(nous renvoyons a [I] pour une demonstration). 

Lemme 2.10 II existe une fonction r(e) telle que pour tout element (M,g) 
de M n pour lequel il existe x appartenant d M tel que sup yeM d(x, y) > 
7r — e, il existe un vecteur (ai(x))i<i<fc appartenant a § k ~ 1 tel que 

k 

|| cosd x - ^2ai(x)fi\\ L oo < r(e), (16) 
i=i 

ou d x est la fonction distance a x, (/j) est une famille orthogonale de fonc- 
tions propres associees aux valeurs propres (Aj(M))i<j<fc ; normalisees par 
J-m Sufi = S?i etk = max {* G Aj(M) <n + ^E}. 
Remarque 2.11 L'entier k est superieur ou egal a 1 d'apres [9]. S. Gallot 
a montre dans \1U$ (proposition 2.4), qu'il existe une constante positive C{n) 
telle que pour tout element (M,g) de M n , \ n +2(M) > n + C(n). Par 
consequent, on peut supposer k < n + 1 dans le lemme precedent. 

Notons / = Y^,i=i a i( x )fi- Le lemme IT31 impliaue l'existence d'une fonction 
t(s) telle que 

k k 

\\Re SS (J2 a i( x )fi) + CE< x )f^\\^ <r(e). (17) 

i=l i=l 

Par consequent, en appliquant les lemmes ll.6l et IT~H1 a la fonction /, on en 
deduit l'existence de fonctions r(e), R{e) et ri(e) pour lesquelles on a la 
propriete suivante : 
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Pour tout it, v dans M tel que R(e) < d(u, v) < tt—R(e), il existe u, v admet- 
tant une unique geodesique minimisante 7 les reliant et verifiant d(u, u) < 
r(e), d(v,v) < r{e), tels que 



-T iu ~%sin(Z — t) _ sin(i) 

J\l\t))~ cos d{x,u) — — tt hcosa(x,u) 



sin(Z) 



sin(Z) 



< n(e), 



pour tout t dans [0, Z], avec I = d(u,v). On deduit alors de l'inegalite (fTo]) 
l'existence d'une fonction T2(e) telle que 

/ sin(Z — t) sin(i)\ 

cos <z(a;, 7m) > cosa(x,u) — \- cosd(x,v) — — T^(e). 

\ sm(Zj sin(Z) / 

Puis, en remarquant que s '^^^ + > 1, on. en deduit que pour tout i 
dans [0, Z], 

cos cZ(x, 7(t)) > min (cos d(x, u), cos d(x, v)) — ^(er), 
ce qui permet d'etablir ()15|) et termine la demonstration. ■ 



3 Domaines geodesiquement convexes 

Dans cette partie, nous demontrons le theoreme 10.21 Rappelons que la 
seconde forme fondamentale (et par consequent la courbure moyenne) du 
bord d'un domaine regulier geodesiquement convexe est positive ou nulle. 
Par consequent, la demonstration du theoreme I (J, 21 se deduit du theoreme 
12.41 et de la proposition qui suit. 

Proposition 3.1 // existe une fonction R(e) telle que, pour tout domaine 
regulier geodesiquement convexe d'un element (M,g) de M Q , verifiant 

vol (ft) ^ 1 - 



<- et Af (O) < n + e, 



vol(M) ~ 2 

on a, en conservant les notations du theoreme \2.J\ Vinclusion 

ncB(x ,^ + R(e)). 

Preuve : On conserve les notations de la deuxieme partie, xq appartient 
a O et verifie f(xo) = 1, y appartient a d£l et verifie d(xo, y) = d(xo, <90) et 

I -77(e) < d(x ,y) < |. 

Traitons d'abord le cas des points de dQ qui sont loins de y. Soit m 
appartenant a 50 et supposons que m verifie 

7r > d(m, y) > 7r — /j, 
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pour (i positif petit. Dans ce cas, il y'a presque egalite dans l'inegalite tri- 
angulaire ci-dessous lemme 1), precisement il existe une fonction r(p) 
(independante de xq) telle que 

d(m, xo) + d(x , y) < d(m, y) + t(li), 

d'ou 

7T 

d(m, x ) < - + t(h) + 77(e). 

Par consequent, on peut dans la suite de la demonstration, ne considerer 
que les points m de <9f2 qui verifient 

d(m, y) < it — li 

avec li petit qui est defini ci-dessous. 

Supposons maintenant qu'il existe un point z de dil tel que 

d(xo,z)>^ + e(e) (18) 

et 

d(y,z) < tt - ix 
avec fi = 9(e) + 6r(e) (ou r(e) est tel que y{r(e)) — £l ^ 2 )- 

Nous allons montrer que pour 6(e) convenable, on obtient une contra- 
diction. Pour cela, on montre qu'un point P situe a mi-distance entre z et y 
contient un voisinage ouvert dont on peut minorer le volume (|22|) . On peut 
ensuite grace aux resultats de la premiere partie, estimer la valeur de / en 
P, en fonction de la distance d(xo, P). On obtient la contradiction souhaitee 
en estimant d(xo,P) a l'aide de la r(e)-approximation de Hausdorff <f> XQ . 

Notons z' un point appartenant a une geodesique minimisante reliant xq 
a z et tel que d(z,z') = r(e), definissons de maniere analogue y' verifiant 
d(y,y') = 4r(e). Notons d\ = d(y' ', z'). On deduit de l'inegalite triangulaire 

di > d(x , z) - d(x , y) + 3r(e), 

ce qui entraine par (|T%|) et comme d(xo,y) < 7r/2, 

di > 6(e)+3r(e). 

Soit deux reels s, S positifs, p appartenant a M et T une partie mesurable 
de S P (M) la sphere unitaire tangente en p. On note 

Al s (p) = {^(t);ueT ette [s,S]} 

— p 

et A s s 1' ensemble correspondant sur la sphere. 
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A l'aide de l'inegalite triangulaire, on montre 

B(y',r(e)) C A^_ r(e)4l+rie) (zf) C B(y',3r(e)), (19) 

avec r la trace sur S Z >(£1) de B(y' , r(e)). Par construction, la boule B(y', 3r(e)) 
est contenue dans Q. Par consequent, en utilisant la convexite de 0, on en 
deduit 

Estimons maintenant le volume de A v d d (z r ). Soit s, S, r, R des 

reels verifiant < s < S, < r < R, s < r, S < Ret p dans M. Le theoreme 
de Bishop-Gromov implique 

r-rT 



VOl(^ s (p)) > VDl^) 



vol (^^(p)) vol (A^ R ) 
Done, on a en particulier 



i (/)) > vol(^ i _ r(e)idi+r(£) (/))x 

VU1 ^di-r(e),rfi+r 

(20) 



vol (Ai_ r(£) i +r(£) ) 



' vo1 (-^di-r(e),di+r(e)) 



Sur la sphere canonique, on a l'egalite 



vol C^-rWW)) S ^-\t)dt 



Par consequent, en remarquant que pour tout t dans [0, tt], 

sin"- 1 ^) 1 

sin"" 1 ^) - 2^1' (21) 

on en deduit en integrant 



vol(A_ r . (£) a +r(£) ) > J_ 



r r N - 2 n ■ 



Vol (Ad 1 ~r(e),d 1 +r{e)) 

D'ou, par (IT9|) et (l20|) 

vol (4_ r(£)4+r(£) (^))>^vol( B ( y ',r( £ ))). (22) 
Par choix de r(e), on deduit des lemmes ll.5l et IL"6l (en notant A = 

A\, M J l i c 

J— r(e),-J-+r(e) 
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vol (A x B(x ,r(e))) J A xB(x ,r^) V^o 



/ ( [ \(f luv)"(t) + f(7uv(t))\ 2 dt] dudv 

JAxB(x ,r(e) \Jo J 

< C(n)e^ . 



Par consequent, comme x$ est un point ou / realise son maximum, on en 
deduit, comme dans la preuve du lemme 1231 qu'il existe une fonction r ; (e) 
telle que, pour tout v appartenant a A, 

\f(v)-co S d(xo,v)\<r'{e). (23) 

Nous allons maintenant estimer cos d(xo, v) pour v appartenant a A fixe, 
en utilisant la r(e)-approximation de Hausdorff cj) XQ du theoreme l2.8l Notons 
x, y, ~z et v l'image des points xq, y', z' et v par (f> xo , ces points verifient a r(e) 
pres les memes relations metriques que les points x, y', z' et v. Par definition 
de l'application <f> xo et de la distance sur le produit tordu (0, ir) x N, on 
peut, pour estimer la distance de x a v, supposer que Ton est sur la sphere 
canonique (voir la remarque 1.47, page 196 de jH]). 

Afin d'estimer la distance d(x,v) sur la sphere canonique, on suppose 
dorenavant que les quantites , , j& , tendent vers quand e tend 
vers 0, de sorte que les termes t(e), t'(e), 77(e) et r(e) sont negligeables devant 
9(e), cela assure egalement que cos( ^%^ ) n'est pas trop petit, puisque, a 
des termes negligeables pres, on a d(z,y) < ir — 8(e). Sur la sphere canonique 
et en utilisant l'hypothese (fTH|) . un calcul montre qu'il existe un reel C > 
tel que 



d(x,v) > | + C0(e). 



Par consequent 
A l'aide de l|23j). on en deduit 



d(x,v) > 1 + C9(e)-T(e). 



f{v)<co S {^ + C9{e)-T{e)) + r'{e) 



et done quitte a supposer 9(e) assez grand 

f(v) < 0, 

ce qui est absurde. 
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